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□累乗と指数

文字 aをいくつかかけたものを aの
るいじょう

累乗 という．

aを n回かけた累乗を aの n乗といい an とかく．

すなわち

a£ a£Ý£ a
| {z }

n 個

= an または a ¢ a ¢ Ý ¢ a
| {z }

n 個

= an

an と表したとき n を
し す う

指数 という．

とくに a2 を aの
へいほう

平方，a3 を aの
りっぽう

立方 という．

指数が 1のときは a1 = a と 1は基本的に表記しない．

例⃝ aを 3回かけた累乗は a£ a£ a = a3 または a ¢ a ¢ a = a3

例⃝ 3£ 3 = 3 ¢ 3 = 32
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□指数が整数の指数法則

a,bを 0でない実数，m,n は正の整数とするとき，次が成り立つ．

1 aman = am+n

2 (am)n = amn = (an)m

3 (ab)n = anbn

4 # ab ;n = an

bn

例⃝ ! a2a3 = a2+3 = a5

" (a3)2 = a3£2 = (a2)3 = a6

# (ab)2 = a2b2

$ # ab ;2 = a2

b2
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累乗根

n を正の整数，aを実数とする．

n乗して aになる数，すなわち xn = a となる数 xを aの n
じょうこん

乗根 といい，

2乗根 (平方根); 3乗根 (立方根); 4乗根 ;Ýを総称して aの
るいじょう

累乗
こん

根 という．

a > 0のとき aの n乗根で正となるものがただ 1つあり，それを
n
B

a で表す．

とくに
2
B

a は
B

a と 2は省略して表す．

また 0の累乗根は 0 だけであり
n
B

0 = 0

1 n が偶数の場合

a > 0のとき aの n乗根の実数は正と負の 2つあり

正の方を
n
B

a ，負の方を¡
n
B

a で表す．

a < 0のとき 実数の範囲に aの n乗根は存在しない ．

2 　 n が奇数の場合

aの n乗根の実数はただ 1つあり
n
B

a と表す．

補⃝ n 乗根は虚数もありうるが， n
B

a と表す数は実数とする．
例⃝ ! x4 = 16を満たす実数 xは x= §2 Ã 24 = 16，(¡2)4 = 16

16の 4乗根の実数は 2と¡2の 2つあり

正の方は 2 = 4
B

16，負の方は¡2 = ¡ 4
B

16

" x3 = 8を満たす実数 xは x= 2 Ã 23 = 8

8の 3乗根の実数は 2 のただ 1つであり

2 =
3
B

8

x3 = ¡8を満たす実数 xは x= ¡2 Ã (¡2)3 = ¡8

¡8の 3乗根の実数は¡2 のただ 1つであり

¡2 =
3
B

¡ 8
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累乗根の基本性質

a > 0,n を正の整数とするとき，次が成り立つ．

1 n
B

a > 0

2 ! nBa 9n = a
3 ! nBan 9 = a

例⃝ !
4
B

2 > 0

" (
4
B

2 )4 = 2

#
4
C

24 = 2

累乗根の性質

a > 0,b > 0，m,n，pを正の整数とするとき，次が成り立つ．

1 n
B

a n
B

b = n
B

ab

2
n
B

a
n
B

b
= n

E

a
b

3 ! nBa 9m = n
B

am

4
m
C

n
B

a = mn
B

a

5 n
B

am = np
B

amp

例⃝ !
4
B

8
4
B

2 =
4
B

8 ¢ 2 =
4
B

16 = 2

"
4
B

32
4
B

2
=

4

F

32
2
=

4
B

16 = 2

# (
4
B

2 )4 =
4
C

24 = 2

$
3
C

4
B

2 =
3¢4
B

2 =
12
B

2

%
3
B

2 =
3¢4
C

24 =
12
B

16
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☆負の数の奇数乗根の変形

mを正の整数，bを正の実数とする．

2m+1
B

¡ b = ¡ 2m+1
B

b

すなわち，奇数乗根の根号の中のマイナスは外に出せる．

考⃝ 定義から明らか．
例⃝ 3
B

¡ 8 = ¡
3
B

8 (= ¡2)

指数が有理数の累乗

a > 0で，m，n は正の整数とするとき，次が成り立つ．

1 a
1
n =

n
B

a とくに a
1
2 =

B

a

2 a
m
n =

n
B

am

3 a¡
m
n =

1

a
m
n

例⃝ ! 2
1
4 =

4
B

2，2
1
2 =

B

a

" 2
2
3 =

3
C

22 =
3
B

4

# 2¡
2
3 =

1

2
2
3

補⃝ "でm = 1 とすると!になる．
補⃝ "について m，n を互いに素とするとき，n が奇数ならば a < 0 としても計算できる．

例えば，a = ¡8 として，m= 1，n = 3とすると

(¡8)
1
3 =

3
B

¡ 8 = ¡2
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指数が有理数の指数法則

a > 0,b > 0で，p,qは有理数とするとき，次が成り立つ．

1 apaq = ap+q

2 ap¥ aq = ap
aq = a

p¡q

3 (ap)q = apq = (aq)p

4 (ab)p = apbp

5 # ab ;p = ap

bp

補⃝ 指数が整数の指数法則 と同様なことが成り立つ．
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★無理数の指数

a > 0，sを無理数とするとき as を次のように定義する．

sを小数で表し，小数第 n位までの値の有理数の数列を fxng (n = 1; 2; 3;Ý)

として

as = a limn!1xn

補⃝ lim
n!1
xn とは n を限りなく大きくしたときに数列 fxngが近づいていく値のこと．

この値が存在することは大学レベルになりますが，「上に有界である増加数列は収束する」

という定理がある．
例⃝ 3

p
2 について考える．

B

2 を小数で表すと
B

2 = 1:4142Ý

この小数第 n 位までの値の有理数の数列 fxngは

x1 = 1:4

x2 = 1:41

x3 = 1:414

x4 = 1:4142

Þ
Þ
Þ

これは一定の値に近づく．

このことから 3
p
2 = 3

lim
n!1
xn と定義する．

この定義により 指数が有理数の指数法則 は指数が実数でも成り立つことになる．

そして 指数関数 が定義できることになる．

大雑把にいうと，指数が無理数になっても値があると認めるということ．

．
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指数関数

aは 0 < a < 1，1 < a をみたす定数とする．

y = ax

と表される関数を aを
てい

底 とする xの
し す う

指数
かんすう

関数 という．

指数関数のグラフ

O

y

x1

1
a

Éa > 1のとき Ê

O

y

x1

1
a

É0 < a < 1のとき Ê

座標平面で

y = ax (0 < a < 1，1 < a)

のグラフは次のような概形になる．

このグラフについて

1 定点 (0; 1)を通る

2 漸近線は y = 0 (x軸)

3 定義域は実数全体，値域は y > 0

4 a > 1のとき xの値が増加すると yの値も増加する．

5 0 < a < 1のとき xの値が増加すると yの値は減少する．
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指数方程式 ¢ 指数不等式

0 < a < 1，1 < a，X,Yを実数として，次が成り立つ．

1 aX = aY Ñ X = Y

2 a > 1 のとき aX < aY Ñ X < Y (不等号の向きが同じ)

3 0 < a < 1 のとき aX < aY Ñ X > Y (不等号の向きが反対)

考⃝ y = ax のグラフを考える．
例⃝ ! 2x = 23 ならば x = 3

" 22 < 23

# # 1
2
;3 < # 1

2
;2
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対数の定義

aを 0 < a < 1，1 < a をみたす定数とする．

任意の正の実数Mに対して ap =M となる実数 pがただ 1つ定まる．

この pを aを
てい

底とするMの
たいすう

対数 といい p= logaM と表す．

また Mをこの対数の
しんすう

真数 という．

補⃝ logは logarithmの略である．
例⃝ 2p = 3 となる pがただ 1つ定まる．

この pを「2を底とする 3の対数」といい p = log2 3 と表す．

この対数の真数は 3

底の条件と真数の条件

logaM について，次が成り立つ．

1 0 < a < 1 または 1 < a "底の条件 :
2 M> 0 "真数の条件 :

補⃝ 「真数の条件」を「真数条件」ということもある．

指数と対数の関係

0 < a < 1 または 1 < a とすると

aX = Y Ñ X = logaY

例⃝ 25 = 32 Ñ 5 = log2 32
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対数の基本的な値

0 < a < 1 または 1 < a として，次が成り立つ．

1 loga a = 1

2 loga 1 = 0

3 loga
1
a = ¡1

考⃝ ! a1 = a Ñ loga a = 1

" a0 = 1 Ñ loga 1 = 0

# a¡1 = 1
a Ñ loga

1
a = ¡1

例⃝ ! log10 10 = 1

" log10 1 = 0

# log10
1
10
= log10 10

¡1 = ¡1

n乗根の対数の基本的な値

0 < a < 1 または 1 < a，n を 2以上の整数とすると

loga
n
B

a = 1
n

考⃝ a
1
n =

n
B

a Ñ loga
n
B

a = 1
n

例⃝ log2
3
B

2 = log2 2
1
3 =

1
3

対数の基本的な変形

0 < a < 1 または 1 < a，Y > 0とすると

a logaY = Y

補⃝ 対数の定義から明らか．
考⃝ aX = Y ÝÝ1

とすると X= logaY ÝÝ2

2を1へ代入して a
logaY = Y

例⃝ 10log10 21 = 21
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対数法則

0 < a < 1 または 1 < a，M> 0，N > 0，pは実数として,次が成り立つ．

1 logaMN = logaM+ logaN

2 loga
M
N = logaM¡ logaN

3 logaMp = p logaM

考⃝M = alogaM，N = alogaN

! 指数法則より MN= alogaMalogaN = alogaM+logaN

対数の定義から logaMN = logaM+ logaN

" 指数法則より M
N =

alogaM

alogaN
= alogaM¡logaN

対数の定義から loga
M
N = logaM¡ logaN

# 指数法則より Mp = (alogaM)p = ap logaM

対数の定義から logaMp = p logaM

例⃝ ! log10 6 = log10 2 ¢ 3 = log10 2 + log10 3

" log10
2
3
= log10 2¡ log10 3

# log10 2
3 = 3 log10 2

底の変換公式

0 < a < 1 または 1 < a，0 < b < 1 または 1 < b，M> 0 として

logaM =
logbM
logb a

!底を aから bへ変換 9
考⃝ alogaM =M

bを底とする対数をとると

logb alogaM = logbM

対数法則#より logaM logb a = logbM

a Ë 1より logb a Ë 0 であるから

logaM =
logbM
logb a

別⃝ logaM= logblogb a b
logbM =

logbM
logb a

例⃝ log2 3 =
log10 3

log10 2
(底を 2から 10に変換)
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☆底と真数の入れかえ

0 < a < 1 または 1 < a，0 < b < 1 または 1 < b として

loga b=
1

logb a
!底と真数を入れかえると逆数 9

考⃝ 底の変換 より loga b =
logb b
logb a

=
1

logb a

例⃝ log2 10 =
1

log10 2

実数を対数へ変形

0 < a < 1 または 1 < a，pを実数 として

p = loga ap

例⃝ 3 = log2 2
3 = log2 8
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☆対数の底または真数の指数に関する変形

0 < a < 1 または 1 < a，M> 0，pを実数 として，次が成り立つ．

1 logaM
p
= p logaM

2 logapM =
1
p logaM

3 logapM
p
= logaM

考⃝ ! 対数法則

" 底の変換 より logapM=
logaM
loga ap

=
1
p logaM

# !と"をともに使う．
例⃝ ! log3 5

2 = 2 log3 5

" log32 5 =
1
2
log3 5

# log9 25 = log32 5
2 = log3 5

# logp
2

B

3 = log
(
p
2 )2
(
B

3 )2 = log2 3

補⃝M> 0 の条件がないときは logaM
p
= p loga M のように絶対値が出てくる．
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対数関数

aが 0 < a < 1，1 < a をみたす定数として

y = loga x

と表される関数を aを
てい

底 とする xの
たいすう

対数
かんすう

関数 という．

対数関数のグラフ

O

y

x1

1

a

Éa > 1のとき Ê

O

y

x
1

1

a

É0 < a < 1のとき Ê

座標平面で

y = loga x (0 < a < 1，1 < a)

のグラフは次のような概形になる．

このグラフについて

1 定点 (1; 0)を通る

2 漸近線は x = 0 (y軸)

3 定義域は x > 0，値域は実数全体

4 a > 1のとき xの値が増加すると yの値も増加する．

5 0 < a < 1のとき xの値が増加すると yの値は減少する．
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対数方程式 ¢ 対数不等式

0 < a < 1; 1 < a，X,Yを正の実数とするとき，次が成り立つ．

1 logaX = logaY Ñ X = Y

2 a > 1 のとき logaX < logaY Ñ X < Y (不等号の向きが同じ)

3 0 < a < 1 のとき logaX < logaY Ñ X > Y (不等号の向きが反対)

考⃝ y = loga xのグラフを考える．
例⃝ ! log2 x= log2 3 ならば x= 3

" log10 2 < log10 3

# log 1
2
3 < log 1

2
2
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常用対数

底を 10とする対数 log10M を
じょうよう

常用
たいすう

対数 という．

整数部分が n桁の数

正の実数Nを整数部分が n桁の数とすると，次が成り立つ．

1 10
n¡1
·N < 10n

2 n ¡ 1 · log10N < n

3 �log10N•+ 1 = n
考⃝ 整数部分が n 桁の数で最小のものは 10n¡1 = 1 00Ý0%

(n¡1) 個

例⃝ 1 · (1桁の整数) < 10

10 · (2桁の整数) < 102

102 · (3桁の整数) < 103

整数部分が n桁で最高位の数字がmの数

正の実数Nを整数部分が n桁で最高位の数字がmの数とすると，次が成り立つ．

1 m ¢ 10n¡1 ·N < (m+ 1) ¢ 10n¡1

2 log10m · log10N¡ (n ¡ 1) < log10 (m+ 1)

3 log10m · (log10Nの小数部分) < log10 (m+ 1)

例⃝ 3桁の整数で最高位の数字が 5 (n = 3，m= 5) となる数は 500以上 600未満だから

百 十 一
55 ¢ 102 · < 6 ¢ 102
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小数第 n位に初めて 0でない数字が表れる数

正の実数Nを小数第 n位に初めて 0でない数字が表れる数とすると

次が成り立つ．

1 10
¡n
·N < 10¡n+1

2 ¡n · log10N < ¡n + 1

3 ¡ �log10N• = n
考⃝ 小数第 n 位に初めて 0でない数字が表れる数で最小のものは= 0: 00Ý1%

n 個

=
1
10n

= 10¡n

例⃝ 0:1 · (小数第 1位に初めて 0でない数学が現れる数) < 1

0:01 · (小数第 2位に初めて 0でない数学が現れる数) < 0:1

0:001 · (小数第 3位に初めて 0でない数学が現れる数) < 0:01

小数第 n位に初めて 0でない数字mが表れる数

正の実数Nを小数第 n位に初めて 0でない数字mが表れる数とすると

次が成り立つ．

1 m ¢ 10¡n ·N < (m+ 1) ¢ 10¡n

2 log10m · log10N+ n < log10 (m+ 1)

3 log10m · (log10Nの小数部分) < log10 (m+ 1)

例⃝ 小数第 3位に初めて 0でない数字 5 (n = 3，m= 5) が現れる数は 0.005以上 0.006未満

だから

1 2 3

0 0 55 ¢ 10¡3 · 0: Ý < 6 ¢ 10¡3
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常用対数表

常用対数の近似値を次のように表にしたものを常用対数表 という．

上表は小数第 5位を四捨五入して小数第 4位までの値を表わしている．

例えば，2行目の 10個の近似値は左から順に

log10 1:1 = 0:0414，log10 1:11 = 0:0453; log10 1:12 = 0:0492;Ý，log10 1:19 = 0:0755

例⃝ 表より log10 3 = 0:4771，log10 3:64 = 0．5611


