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虚数単位

2乗すると ¡1 になる新しい数を 1つ考えて，これを文字 i で表す．

すなわち i2 = ¡1 とする．

この i を
きょすう

虚数
た ん い

単位 という．

負の数の平方根

a > 0 のとき
B

¡ a =
B

a i と定める．

とくに a = 1 ならば
B

¡ 1 = i

a > 0 のとき ¡aの平方根 は x2 = ¡a を満たす xであり

x= §
B

¡ a = §
B

a i

例⃝ B

¡ 4 =
B

4 i = 2i

例⃝ ¡4の平方根は x2 = ¡4 を満たす xであり

x = §
B

¡ 4 = §
B

4 i= §2i

負の数の平方根を含む式の四則計算

a > 0，b > 0 とする．

和 :
B

¡ a +
B

¡ b =
B

a i+
B

b i = (
B

a +
B

b )i

差 :
B

¡ a ¡
B

¡ b =
B

a i¡
B

b i = (
B

a ¡
B

b )i

積 :
B

¡ a £
B

¡ b =
B

a i£
B

b i = (
B

a £
B

b )i2 = ¡
B

ab

商 :
B

¡ a ¥
B

¡ b =

B

¡ a
B

¡ b
=

B

a i
B

b i
=

B

a
B

b
=

E

a
b

補⃝ 根号の中身が負のときは，iを用いた形で表してから計算する．
注⃝ B

¡ a £
B

¡ b =
C

(¡a)£ (¡b) =
B

ab は間違い．

例⃝ B

¡ 2 £
B

¡ 3 =
B

2 i
B

3 i=
B

6 i2 = ¡
B

6
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複素数

虚数単位 iと 2つの実数 a，b を用いて，数 zが

z = a+ b i

と表されるとき zを
ふ く そ

複素
すう

数 という．

このとき

1 aを zの
じ つ ぶ

実部 (real part） という．

2 bを zの
き ょ ぶ

虚部 (imaginary part） という．

例⃝ z = 5+ 2i は複素数で，実部は 5，虚部は 2

虚数と純虚数

複素数 z = a+ b i (a，bは実数) について

1 b = 0 のとき z = a を
じっすう

実数 という．

2 b Ë 0 のとき z = a+ b i を
きょすう

虚数 という．

3 a = 0，b Ë 0 のとき z = b i を
じゅん

純
きょすう

虚数 という．

複素数の分類

複素数を分類すると次のようになる．

複素数U 実数
虚数ÝÝ純虚数

補⃝ 実数と虚数を合わせた数が複素数



数学b/複素数と方程式 4 / 17

複素数の相等

2つの複素数が等しいとは実部と虚部がそれぞれ等しいことである．

すなわち a，b，c，d を実数とするとき

1 a+ bi = 0 Ñ a = 0 かつ b = 0

2 a+ bi = c+ di Ñ a = c かつ b = d

補⃝ 同じ複素数は，実部と虚部が等しい．
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共役な複素数

a，bを実数とする．

2つの複素数 a+ bi と a¡ bi を互いに
きょうやく

共役な
ふ く そ

複素
すう

数 という．

複素数 z と共役な複素数 を z と表す．

つまり 実部が同じで虚部の符号が異なる複素数を互いに共役であるといい

複素数 z = a+ b i の共役な複素数は z = a¡ bi である．

例⃝ z = 3+ 4i の共役な複素数は z = 3¡ 4i

互いに共役な複素数の和と積

a，bを実数とする．

互いに共役な複素数 z = a+ b i，z = a¡ bi について

和 : z+ z = (a+ bi) + (a¡ bi) = 2a　Ã (実部)の 2倍

積 : z z = (a+ bi)(a¡ bi) = a2 + b2　Ã (実部)2 + (虚部)2

これらはともに実数である．

例⃝ z = 3+ 4i，z = 3¡ 4i について

和 : z+ z = 2 ¢ 3 = 6

積 : zz = 32 + 42 = 25
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複素数の四則計算

a，b，c，dを実数とする．

和 : (a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i

差 : (a+ bi)¡ (c+ di) = (a¡ c) + (b¡ d)i

積 : (a+ bi)(c+ di) = (ac¡ bd) + (ad+ bc)i

商 : c+ dia+ bi =
(c+ di)(a¡ bi)
(a+ bi)(a¡ bi)

=
ac+ bd
a2 + b2

+
ad¡ bc
a2 + b2

i ただし (a; b) Ë (0; 0)

例⃝ ! (5 + 7i) + (3 + 4i) = 8 + 11i

" (5 + 7i)¡ (3 + 4i) = 2 + 3i

# (5 + 7i)(3 + 4i) = ¡13 + 41i

$
5 + 7i
3 + 4i =

(5 + 7i)(3¡ 4i)
(3 + 4i)(3¡ 4i)

=
43 + i
25

=
43
25
+
1
25
i

複素数の基本性質

複素数には次の性質がある．

1 複素数の四則計算 (和，差，積，商)は複素数である．

2 2つの複素数 z，wについて

zw = 0 Ñ z = 0 または w= 0

3 虚数は大小関係や正，負は考えない．
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平方の形の 2次方程式の解

kを実数とする．

xの 2次方程式 x2 = k の解は x = §
B

k

次のように kの値で解がわかる．

1 k > 0 Ñ 異なる 2つの実数解 x = §
B

k

2 k = 0 Ñ ただ 1つの実数解 x = 0

3 k < 0 Ñ 異なる 2つの共役な虚数解 x= §
B

¡ k i

とくに

k ¸ 0 Ñ 実数解をもつ

k < 0 Ñ 虚数解をもつ

例⃝ ! 2次方程式 x2 = 3 の解は x= §
B

3 の異なる 2つの実数

" 2次方程式 x2 = 0 の解は x= 0 のただ 1つの実数

# 2次方程式 x2 = ¡3 の解は x = §
B

¡ 3 = §
B

3 i の異なる 2つの虚数
補⃝ 数学aでは#は考えなかったが，数学bでは虚数も扱う．
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2次方程式の解 a

a，b，cは実数，a Ë 0 とする．

xの 2次方程式 ax2 + bx+ c = 0 の解は x=
¡b§

B

b2 ¡ 4ac
2a

D = b2 ¡ 4ac として，次のようにDの値で解がわかる．

1 D > 0 Ñ 異なる 2つの実数解 x= ¡
b§
B

D
2a

2 D = 0 Ñ ただ 1つの実数解 x = ¡b
2a

3 D < 0 Ñ 異なる 2つの共役な虚数解 x=
¡b§

B

¡D i
2a

とくに

D ¸ 0 Ñ 実数解をもつ

D < 0 Ñ 虚数解をもつ

補⃝ Dを判別式という．
例⃝ 2次方程式 x2 + x+ 1 = 0 の解は

x=
¡1§

B

¡ 3
2

=
¡1§

B

3 i
2

2次方程式の解 b

a，b0，cは実数，a Ë 0 とする．

xの 2次方程式 ax2 + 2b0x+ c = 0 の解は x =
¡b0 §

C

b02 ¡ ac
a

D
4
= b02 ¡ ac として，次のようにDの値で解がわかる．

1 D > 0 Ñ 異なる 2つの実数解 x=
¡b0 §

E

D
4

a

2 D = 0 Ñ ただ 1つの実数解 x = ¡ b
0

a

3 D < 0 Ñ 異なる 2つの共役な虚数解 x=
¡b0 §

E

¡
D
4
i

a

例⃝ 2次方程式 3x2 + 2x+ 1 = 0 の解は

x=
¡1§

B

¡ 2
3

=
¡1§

B

2 i
3
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2次方程式の解と係数の関係

a，b，cは実数，a Ë 0 とする．

xの 2次方程式 ax2 + bx+ c= 0 の解を x = ®;¯ とするとV®+ ¯= ¡ ba
®¯ = c

a

考⃝ (解の公式を使う)

解は x=
¡b§

C

b2 ¡ 4ac
2a であるから

®+ ¯=
¡b¡

C

b2 ¡ 4ac
2a +

¡b+
C

b2 ¡ 4ac
2a =

¡2b
2a = ¡

b
a

®¯ =
(¡b¡

C

b2 ¡ 4ac )(¡b+
C

b2 ¡ 4ac )
2a ¢ 2a =

b2 ¡ (b2 ¡ 4ac)
4a2

=
4ac
4a2

=
c
a

考⃝ (恒等式を考える)

ax2 + bx+ c = a(x¡ ®)(x¡ ¯)

= ax2 ¡ a(®+ ¯)x+ a®¯

これは xの恒等式であるからUb = ¡a(®+ ¯)
c = a®¯

a Ë 0 であるから V®+ ¯ = ¡ ba
®¯ = c

a

2数を解とする 2次方程式T®+ ¯= p
®¯ = q

を満たすとすると ®，¯ が解となる 2次方程式の 1つは

x2 ¡ px+ q = 0

補⃝ 2次方程式の解と係数の関係の逆である．
補⃝ x2 の係数が 1以外の 2次方程式もあるので「1つ」とした．
考⃝ ®，¯ が解となる 2次方程式の 1つは

(x¡ ®)(x¡ ¯) = 0 すなわち x2 ¡ (®+ ¯)x+ ®¯ = 0

これに U®+ ¯= p
®¯ = q

を代入して x2 ¡ px+ q = 0
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実数条件

p，qを実数とする．T®+ ¯= p
®¯ = q

を満たすとき，®，¯ が実数になる必要十分条件は

p2 ¡ 4q ¸ 0

考⃝ ®，¯が解となる 2次方程式の 1つは

(x¡ ®)(x¡ ¯) = 0 より x2 ¡ (®+ ¯)x+ ®¯ = 0

すなわち x2 ¡ px+ q= 0

これが実数解をもつことが条件なので判別式をDとして

D = p2 ¡ 4q ¸ 0

別⃝ (®¡ ¯)2 = (®+ ¯)2 ¡ 4®¯ = p2 ¡ 4q ¸ 0

補⃝ D = p2 ¡ 4q < 0 ならば ®，¯は実数ではない (虚数)

2次方程式と実数解の符号

a，b，cは実数，a Ë 0 とする．

xの 2次方程式 ax2 + bx+ c= 0 の解を x= ®，̄ ，判別式を D = b2 ¡ 4ac

とするとき

1 ®，̄ は異なる 2つの正の解 Ñ D > 0 かつ ®+ ¯ > 0 かつ ®¯ > 0

2 ®，̄ は異なる 2つの負の解 Ñ D > 0 かつ ®+ ¯ < 0 かつ ®¯ > 0

3 ®，̄ は異符号の解 Ñ ®¯ < 0

補⃝ 2次関数のグラフを考えてもよい．
考⃝ ®，¯が異なる実数であるから D > 0

! ® > 0 かつ ¯ > 0 Ñ ®+ ¯ > 0 かつ ®¯ > 0

" ® < 0 かつ ¯ < 0 Ñ ®+ ¯ < 0 かつ ®¯ > 0

# ®，̄ が異符号Ñ ®¯ < 0

補⃝ # ®¯ < 0Ñ c
a < 0

すなわち aと cは異符号なので ac < 0

このとき D= b2 ¡ 4ac > 0
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3次方程式の解と係数の関係

a，b，c，dは実数，a Ë 0 とする．

xの 3次方程式 ax3 + bx2 + cx+ d = 0 の解を x = ®;¯，° とするとZ ®+ ¯+ ° = ¡
b
a

®¯+ ¯°+ °® = c
a

®¯° = ¡
d
a

考⃝ ax3 + bx2 + cx+ d= a(x¡ ®)(x¡ ¯)(x¡ °)

= ax3 ¡ a(®+ ¯+ °)x2 + a(®¯+ ¯°+ °®)x¡ a®¯°

これは xの恒等式であるからXb = ¡a(®+ ¯+ °)c = a(®¯+ ¯°+ °®)

d = ¡a®¯°

a Ë 0であるから Z ®+ ¯+ ° = ¡
b
a

®¯+ ¯°+ °®= c
a

®¯° = ¡
d
a

3数を解とする 3次方程式W®+ ¯+ ° = p®¯+ ¯°+ °® = q
®¯° = r

を満たすとき ®，¯,° が解となる 3次方程式の 1つは

x3 ¡ px2 + qx¡ r = 0

補⃝ 3次方程式の解と係数の関係の逆である．
補⃝ x3 の係数が 1以外の 3次方程式もあるので「1つ」とした．
考⃝ ®，¯ が解となる 3次方程式の 1つは

(x¡ ®)(x¡ ¯)(x¡ °) = 0

すなわち x3 ¡ (®+ ¯+ °)x2 + (®¯+ ¯°+ °®)x¡ ®¯° = 0

これに X®+ ¯+ ° = p®¯+ ¯°+ °®= q

®¯° = r

を代入して x3 ¡ px2 + qx¡ r= 0
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高次方程式

n を自然数，an，an¡1，Ý，a1，a0 を実数，an Ë 0 とする．

anxn + an¡1xn¡1 +Ý+ a1x+ a0 = 0

の形で表される xの方程式を xについての n次方程式 という．

とくに 3次以上の方程式を
こ う じ

高次方程式 という．

方程式を満たす xの値を方程式の
かい

解 といい，

方程式の解をすべて求めることを方程式を解くという．

話⃝代数学では解を
こん

根という．

解は方程式を満たす値の集合の要素と解釈できる．

高次方程式の解の個数

n次方程式の解の個数は
たかだか

高々n個 である．(最大 n個の解をもつ)

補⃝「高々 n 個」とは「多くとも n 個」「n 個以下」という意味である．

話⃝代数学では解を
こん

根と言い，重解は重根という．

解は方程式を満たす値の集合の要素と解釈できる．
例⃝ 2次方程式は 高々 2個の複素数の解をもつ．重解の場合は 1個になる．

3次方程式は 高々 3個の複素数の解をもつ．
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★恒等的に 0になる整式

n次以下の整式 f(x) = anxn + an¡1xn¡1 +Ý+ a1x+ a0

について，異なる n + 1個の数 ®1，®2，Ý，®n，®n+1 に対し

f(®1) = f(®2) =Ý= f(®n) = f(®n+1) = 0

ならば

f(x) = 0

例⃝ f(x)を 2次以下の整式とする．

f(1) = f(2) = f(3) = 0

ならば，aを 0以外の定数，g(x)を整式として

f(x) = a(x¡ 1)(x¡ 2)(x¡ 3)g(x)

と表せる，

g(x) Ë 0 とすると f(x)は 3次以上の整式になる．

ところが，f(x)は 2次以下の整式なので不適である．

よって，g(x) = 0 であるから f(x) = 0
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☆組立除法

3次の整式P(x) = ax3 + bx2 + cx+ d を (x¡ k)で割ると

ax2 + (ak+ b)x + ak2 + bk+ c
x ¡ k 9 ax3 + bx2 + cx + d

ax3 ¡ akx2

(ak+ b)x2 + cx
(ak+ b)x2 ¡ (ak2 + bk)x

(ak2 + bk+ c)x + d
(ak2 + bk+ c)x ¡ (ak3 + bk2 + ck)

ak3 + bk2 + ck+ d
これより

商は ax2 + (ak+ b)x+ ak2 + bk+ c

余りは ak3 + bk2 + ck+ d

これを次のように求めることもできる．

P(x)の係数を抜き出し，(x¡ k)が 0となる xの値 kを左上に書き，

たす (下ろす)，かけるを繰り返す．

k a b c d
ak ak2 + bk ak3 + bk2 + ck

a ak+ b ak2 + bk+ c ak3 + bk2 + ck+ d

下段の左側が商の係数，右側が余りとなる．

この方法を
くみたて

組立
じょほう

除法 という．

とくに P(k) = 0 とすると

ak3 + bk2 + ck+ d = 0 を満たすので余りが 0 になる．

このことから

P(k) = (x¡ k)Qax2 + (ak+ b)x+ ak2 + bk+ ci
と因数分解できる．

要⃝ xの係数が 1の 1次式で割るときは組立除法が有効である．
例⃝ P(x) = x3 + 4x2 ¡ 8 について P(¡2) = 0 ¡2 1 4 0 ¡8

¡2 ¡4 8

1 2 ¡4 0

右の組立除法から

P(x) = (x+ 2)(x2 + 2x¡ 4)



数学b/複素数と方程式 15 / 17

★整数係数の高次方程式と有理数解

n は自然数，an，an¡1，Ý，a1，a0 はすべて整数，an Ë 0，a0 Ë 0 とする．

整数係数の n次方程式

anxn + an¡1xn¡1 +Ý+ a1x+ a0 = 0

が 0以外の有理数の解をもつならば，その解は

x =
a0の約数
anの約数

の形になる．

とくに an = 1 ならば解は x = (a0の約数) となり整数に限られる．

考⃝ 有理数の解を

x=
q
p (p，qは互いに素な整数，p > 0，qË 0) ÝÝ1

とすると

an# qp ;n + an¡1# qp ;n¡1 +Ý+ a1# qp ;+ a0 = 0 ÝÝ＊⃝
＊⃝の両辺に pn¡1 をかけて
an qn

p + an¡1qn¡1 +Ý+ a1pn¡2q+ a0pn¡1 = 0

すなわち
an qn

p = ¡"an¡1qn¡1 +Ý+ a1pn¡2 + a0pn¡1:
ここで (右辺)は整数であるから

an qn

p も整数である．

p，qは互いに素であるから pは anの約数 ÝÝ2

次に，＊⃝の両辺に
pn

q をかけて

anqn¡1 + an¡1pqn¡2 +Ý+ a1pn¡1 +
a0 pn

q = 0

すなわち
a0 pn

q = ¡"anqn¡1 + an¡1pqn¡2 +Ý+ a1pn¡1:
ここで (右辺)は整数であるから

a0 pn

q も整数である．

p，qは互いに素であるから qは a0の約数 ÝÝ3

よって，2，3を1へ代入して 有理数の解は x =
a0の約数
anの約数

の形になる．
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★実数係数の高次方程式と虚数解

n は自然数，an，an¡1，Ý，a1，a0 はすべて実数，an Ë 0 とする．

実数係数の n次方程式

anxn + an¡1xn¡1 +Ý+ a1x+ a0 = 0

が虚数解 ®をもつならば，共役な虚数 ® も解となる．

考⃝ f(x) = anxn + an¡1xn¡1 +Ý+ a1x+ a0

とおく．

f(x) = 0が虚数解 ®をもつならば f(®) = 0 ÝÝ1

® = p+ qi (p，qは実数，qË 0) とすると ®= p¡ qi

®+ ® = 2p，® ¢ ®= p2 + q2

®，®が解となる 2次方程式の 1つは x2 ¡ 2px+ p2 + q2 = 0

g(x) = x2 ¡ 2px+ p2 + q2 とおくと g(®) = g(®) = 0 ÝÝ2

f(x)を g(x)で割ると，商を Q(x)，余りは ax+ b (a，bは実数)とおけて

f(x) = g(x)Q(x) + ax+ b ÝÝ3

と表せる．

f(®) = g(®)Q(®) + a®+ b と1，2から

a®+ b = 0

a，bは実数，®は虚数であるから a= 0 かつ b = 0 ÝÝ4

4を3へ代入して f(x) = g(x)Q(x)

x = ® として f(®) = g(®)Q(®) = 0 (Û2)

よって，®も解となる．
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☆ 1の 3乗根

1の 3乗根で虚数であるものを ! とおくと，次が成り立つ．

1 !3 = 1

2 !2 +!+ 1 = 0

3 ! =
¡1§

B

3 i
2

考⃝ ! 1の 3乗根が !であるから !3 = 1

" !3 ¡ 1 = 0 すなわち (!¡ 1)(!2 +!+ 1) = 0

! Ë 1 であるから !2 +!+ 1 = 0

# 解の公式より !=
¡1§

B

3 i
2


