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確率変数

試行の結果によってその値が定まる変数を
かくりつ

確率
へんすう

変数 という．

確率変数と確率の表記

確率変数はX，Y，Zなどの大文字で表すことが多い．

X = a の確率は P(X= a)

a ·X · b の確率は P(a ·X · b)

のように表す．

また 確率をPとかくことがある．

例⃝ さいころを 1回振る試行によって，出た目をXとする．

P(X= 1) = 1
6
，P(1 ·X · 3) = 3

6
=
1
2
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確率分布

確率変数Xのとり得る値が x1，x2，Ý，xn であり，

それぞれの値をとる確率が p1，p2，Ý，pn とする．

すなわち P(X = xk) = pk (k= 1; 2;Ý; n) とすると，次のことが成り立つ．

1
n
P

k=1
pk = p1 + p2 +Ý+ pn = 1

2 p1 ¸ 0，p2 ¸ 0，Ý，pn ¸ 0

また 確率変数Xと確率の対応は下の表になる．

X x1 x2 Ý xn 計

P p1 p2 Ý pn 1

このように確率変数Xのとり得る値と，その値をとる確率との対応を示したものを

その確率変数の
かくりつ

確率
ぶ ん ぷ

分布 または単に
ぶ ん ぷ

分布 といい

確率変数Xはこの分布に
したが

従うという．

例⃝ さいころを 1回振る試行で出る目をXとすると，その確率分布は

X 1 2 3 4 5 6 計

P 1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
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確率変数の期待値 (平均)

確率変数Xの各々の値と確率をかけて，すべてたした値を

確率変数Xの
き た い

期待
ち

値 または
へいきん

平均 といい E(X) または m などと表す．

すなわち 確率変数Xの確率分布を次として

X x1 x2 Ý xn 計

P p1 p2 Ý pn 1

E(X) =
n
P

k=1
xkpk = x1p1 + x2p2 +Ý+ xnpn

補⃝ 期待値を意味する英語は Expected value，平均を意味する英語はmean
補⃝「データの分析」(数学a) の平均値はXと表す．
例⃝

X 50 80 計

P 2
3

1
3

1

あるテストで 50点が 2人，80点が 1人のとき

平均点は 50£ 2 + 80
3

= 60 (点)

これは得点Xの確率分布として右になるから

E(X) = 50 ¢ 2
3
+ 80 ¢

1
3
= 60

1次式の確率変数の期待値 (平均)

確率変数Xの期待値をE(X)とする．

a，bを定数，a Ë 0として 1次式の確率変数 aX+ bの期待値は

E(aX+ b) = aE(X) + b

考⃝ 確率変数Xの確率分布を次とする．

X x1 x2 　Ý 　 xn 計

aX+ b ax1 + b ax2 + b Ý axn + b

P p1 p2 Ý pn 1

E(X) =
n
P

k=1
xkpk，

n
P

k=1
pk = 1 に注意して

E(aX+ b) =
n
P

k=1
(axk + b)pk = a

n
P

k=1
xkpk + b

n
P

k=1
pk = aE(X) + b
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偏差

確率変数Xの平均をmとするとき

確率変数X¡m をXの平均からの
へ ん さ

偏差 という．

補⃝偏差の平均は 0になる．つまり E(X¡m) = 0

確率変数の分散

確率変数Xの平均をmとする．

確率変数Xの偏差の 2乗 (X¡m)2 の期待値を

確率変数Xの
ぶんさん

分散 といい V(X) などと表す．

すなわち 確率変数Xの確率分布を次として

X x1 x2 　Ý 　 xn 計

(X¡m)2 (x1 ¡m)2 (x2 ¡m)2 Ý (xn ¡m)2

P p1 p2 Ý pn 1

V(X) = E!(X¡m)29= n
P

k=1
(xk ¡m)2pk

= (x1 ¡m)2p1 + (x2 ¡m)2p2 +Ý+ (xn ¡m)2pn

分散は平均からの散らばりの具合いを表す数値であり，

確率変数の値が平均から離れるほど大きな値をとる．

補⃝ 分散を意味する英語は Variance
補⃝「データの分析」(数学a) の分散は sX2 と表す．

確率変数の標準偏差

確率変数Xの分散の正の平方根 を

確率変数Xの
ひょうじゅんへんさ

標準偏差 といい
シグマ

¾ (X) または s(X) などと表す．

すなわち 確率変数Xの分散をV(X) とすると

¾(X) =
C

V(X) または s(X) =
C

V(X)

補⃝ 標準偏差を意味する英語は standard deviation
補⃝ ¾はギリシャ文字
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分散の計算

確率変数Xの期待値をE(X)，分散をV(X)とすると

V(X) = E(X2)¡ QE(X)i2
つまり (Xの分散) = (X2の期待値)¡ (Xの期待値)2

考⃝ 確率変数Xの確率分布を次とする．

X x1 x2 　Ý 　 xn 計

X2 x12 x22 Ý xn2

P p1 p2 Ý pn 1

E(X) =
n
P

k=1
xkpk，E(X2) =

n
P

k=1
xk2pk，

n
P

k=1
pk = 1 に注意する．

m = E(X)として

V(X) = E!(X¡m)29
=

n
P

k=1
(xk ¡m)2pk

=
n
P

k=1
!xk2 ¡ 2mxk +m29pk

=
n
P

k=1
xk2pk ¡ 2m

n
P

k=1
xkpk +m2

n
P

k=1
pk

= E(X2)¡ 2m ¢m+m2 ¢ 1

= E(X2)¡m2

= E(X2)¡ QE(X)i2
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1次式の確率変数の分散 ¢ 標準偏差

確率変数Xの分散をV(X)，標準偏差を ¾(X)とする．

a，bを定数，a Ë 0として

1 1次式の確率変数 aX+ bの分散は V(aX+ b) = a2V(X)

2 1次式の確率変数 aX+ bの標準偏差は ¾(aX+ b) = a ¾(X)

考⃝ 確率変数Xの平均をmとする．

1次式の確率変数 aX+ bの偏差は

aX+ b¡E(aX+ b) = aX+ b¡ QaE(X) + bi = aQX¡E(X)i= a(X¡m)
! V(aX+ b) = E!a2(X¡m)29 = a2E!(X¡m)29 = a2V(X)
" ¾(aX+ b) =

C

V(aX+ b) =
C

a2V(X) = a
C

V(X) = a ¾(X)
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2個以上の確率変数と確率の表記

確率変数X，Y，Zについて

X = a かつ Y = b の確率は P(X = a;Y = b)

X = a かつ Y = b かつ Z = cの確率は P(X= a;Y = b;Z = c)

のように表す．

同時分布

2個の確率変数X，Yについて

Xのとる値が x1，x2，Ý，xm

Yのとる値が y1，y2，Ý，yn

とし P(X = xk，Y = y`) = pk` とおくと対応は下の表になる．

X Y y1 y2 ÝÝ yn 計

x1 p11 p12 ÝÝ p1n p1
x2 p21 p22 ÝÝ p2n p2
ÞÞÞ ÝÝÝÝ

ÞÞÞ

ÞÞÞ ÝÝÝÝ
ÞÞÞ

xm pm1 pm2 ÝÝ pmn pm
計 q1 q2 ÝÝ qn 1

すべての kと `のmn個の組み合せについての (xk; y`) と pk` の対応を

XとYの
ど う じ

同時
ぶ ん ぷ

分布 という．

上の表から

各 kについて P(X = xk) =
n
P

`=1
pk` = pk1 + pk2 +Ý+ pkn = pk

各 `について P(Y = y`) =
m
P

k=1
pk` = p1` + p2` +Ý+ pm` = q`

XとYはそれぞれ次の分布に従う．

X x1 x2 Ý xm 計

P p1 p2 Ý pm 1
　　

Y y1 y2 Ý yn 計

P q1 q2 Ý qn 1
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2個の確率変数の和の期待値 (平均)

確率変数X，Yの期待値をそれぞれE(X)，E(Y)とする．

確率変数の和X+Yの期待値は

E(X+Y) = E(X) +E(Y)

例⃝ 2つの確率変数X，Yの確率分布を次とする．

X x1 x2 計

P p1 p2 1
　
Y y1 y2 y3 計

P q1 q2 q3 1

右のように P(X = xk，Y = y`) = pk` とすると

X
Y y1 y2 y3 計

x1 p11 p12 p13 p1

x2 p21 p22 p23 p2

計 q1 q2 q3 1
X+Yの確率分布は次になる．

X+Y x1 + y1 x1 + y2 x1 + y3 x2 + y1 x2 + y2 x2 + y3 計

P p11 p12 p13 p21 p22 p23 1

E(X+Y) = (x1 + y1)p11 + (x1 + y2)p12 + (x1 + y3)p13

+ (x2 + y1)p21 + (x2 + y2)p22 + (x2 + y3)p23

= x1(p11 + p12 + p13) + x2(p21 + p22 + p23)

+ y1(p11 + p21) + y2(p12 + p22) + y3(p13 + p23)

= x1p1 + x2p2 + y1q1 + y2q2 + y3q3

= E(X) +E(Y)

補⃝ X，Yの取り得る値がいくつになっても同じ計算で成り立つ．
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3個の確率変数の和の期待値 (平均)

確率変数X，Y，Zの期待値をそれぞれE(X)，E(Y)，E(Z)とする．

確率変数の和X+Y+Zの期待値は

E(X+Y+Z) = E(X) +E(Y) +E(Z)

考⃝ E(X+Y+Z) = E!(X+Y) +Z9 = E(X+Y) +E(Z) = E(X) +E(Y) +E(Z)
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n個の確率変数の和の期待値 (平均)

確率変数Xk (k = 1; 2;Ý; n)の期待値をE(Xk)とする．

確率変数の和X1 +X2 +Ý+Xn の期待値は

E(X1 +X2 +Ý+Xn) = E(X1) +E(X2) +Ý+E(Xn)

☆カウンター

Xk 1 0 計

確率 p 1¡ p 1

確率変数Xk (k = 1; 2;Ý; n)の分布が

Xk = T1 (確率 p)
0 (確率 1¡ p)

となるとき，Xk のの期待値は

E(Xk) = 1 ¢ p+ 0 ¢ (1¡ p) = p

このとき，確率変数の和X1 +X2 +Ý+Xn の期待値は

E(X1 +X2 +Ý+Xn) = E(X1) +E(X2) +Ý+E(Xn)

= p+ p+Ý+ p
| {z }

n 個

= pn
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1次式の確率変数の和の期待値 (平均)

確率変数X，Yの期待値をそれぞれE(X)，E(Y)とする．

a; bをともに 0以外の定数 として，確率変数の実数倍の和 aX+ bYの期待値は

E(aX+ bY) = aE(X) + bE(Y)

例⃝ 2つの確率変数X，Yの確率分布を次とする．

X x1 x2 計

P p1 p2 1
　
Y y1 y2 y3 計

P q1 q2 q3 1

右のように P(X = xk，Y = y`) = pk` とすると

X
Y y1 y2 y3 計

x1 p11 p12 p13 p1

x2 p21 p22 p23 p2

計 q1 q2 q3 1
aX+ bYの確率分布は次になる．

aX+ bY ax1 + by1 ax1 + by2 ax1 + by3 ax2 + by1 ax2 + by2 ax2 + by3 計

P p11 p12 p13 p21 p22 p23 1

E(aX+ bY) = (ax1 + by1)p11 + (ax1 + by2)p12 + (ax1 + by3)p13

+ (ax2 + by1)p21 + (ax2 + by2)p22 + (ax2 + by3)p23

= ax1(p11 + p12 + p13) + ax2(p21 + p22 + p23)

+ by1(p11 + p21) + by2(p12 + p22) + by3(p13 + p23)

= ax1p1 + ax2p2 + by1q1 + by2q2 + by3q3

= a(x1p1x2p2) + b(y1q1 + y2q2 + y3q3)

= aE(X) + bE(Y)

補⃝ X，Yの取り得る値がいくつになっても同じ計算で成り立つ．
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確率変数の独立

2個の確率変数X，Yがあり，

Xのとる任意の値 xk とYのとる任意の値 y` について

P(X= xk，Y = y`) = P(X= xk) ¢P(Y = y`)

が成り立つとき 確率変数XとYは
どくりつ

独立であるという．

すなわち 確率変数X，Yについて

Xのとる値が x1，x2，Ý，xm

Yのとる値が y1，y2，Ý，yn

とし

P(X= xk，Y = y`) = pk`，P(X = xk) = pk，P(Y = y`) = q`

とすると mn個のすべての組 (k; `)で pk` = pkq` が成り立つとき

確率変数XとYは独立であるという．

このとき，下の 2つの表が対応する．

X
Y y1 y2 ÝÝ yn 計

x1 p11 p12 ÝÝ p1n p1

x2 p21 p22 ÝÝ p2n p2
ÞÞÞ ÝÝÝÝ

ÞÞÞ

ÞÞÞ ÝÝÝÝ
ÞÞÞ

xm pm1 pm2 ÝÝ pmn pm

計 q1 q2 ÝÝ qn 1

X
Y y1 y2 ÝÝ yn 計

x1 p1q1 p1q2 ÝÝ p1qn p1

x2 p2q1 p2q2 ÝÝ p2qn p2
ÞÞÞ ÝÝÝÝ

ÞÞÞ

ÞÞÞ ÝÝÝÝ
ÞÞÞ

xm pmq1 pmq2 ÝÝ pmqn pm

計 q1 q2 ÝÝ qn 1
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3個の確率変数の独立

3個の確率変数X，Y，Zについて

Xのとる任意の値 a，Yのとる任意の値 b，Zのとる任意の値 cについて

P(X= a，Y = b，Z = c) = P(X = a) ¢P(Y = b) ¢P(Z = c)

が成り立つとき 確率変数XとYとZは独立である という．
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条件付き確率

B

U

A

事象Aが起こったときに事象Bの起こる確率を

事象Aが起こったときの事象Bの起こる
じょうけん

条件
つ

付き確率 といい

PA(B) で表す．

この確率は

PA(B) =
n(A \B)
n(A)

=
P(A \B)
P(A)

ただし n(A)Ë 0，P(A)Ë 0

確率の乗法定理

2つの事象A，Bがともに起こる確率P(A \B)は

P(A \B) = P(A)PA(B)

ただし Aが空事象のときは P(A \B) = 0

事象の独立と従属

2つの事象A，Bがあって

PA(B) = P(B) かつ PB(A) = P(A)

が成り立つとき AとBは
どくりつ

独立であるという．

AとBが独立でないときAとBは
じゅうぞく

従属であるという．

注⃝ PA(B) = P(B) と PB(A) = P(A) のうち一方が成り立てば他方の式も成り立つ．

(乗法定理からわかる)

独立な事象と乗法定理

2つの事象A，Bについて

AとBが独立 Ñ P(A \B) = P(A) ¢P(B)

補⃝ 事象 Aと Bが独立であることと，対応する確率変数Xと Yが独立であることは同値
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2個の独立な確率変数の積の期待値 (平均)

確率変数X，Yの期待値をそれぞれE(X)，E(Y)とする．

確率変数X，Yが独立 であるとき確率変数の積XYの期待値は

E(XY) = E(X)E(Y)

例⃝ 2つの確率変数X，Yの確率分布を次とする．

X x1 x2 計

P p1 p2 1
　
Y y1 y2 y3 計

P q1 q2 q3 1

X，Yは独立なので右のように

P(X= xk，Y = y`) = P(X= xk) ¢Y(y= y`) = pkq`

X
Y y1 y2 y3 計

x1 p1q1 p1q2 p1q3 p1

x2 p2q1 p2q2 p2q3 p2

計 q1 q2 q3 1

XYの確率分布は次になる．

XY x1y1 x1y2 x1y3 x2y1 x2y2 x2y3 計

P p1q1 p1q2 p1q3 p2q1 p2q2 p2q3 1

E(XY) = x1y1 ¢p1q1+x1y2 ¢p1q2+x1y3 ¢p1q3+x2y1 ¢p2q1+x2y2 ¢p2q2+x2y3 ¢p2q3

= (x1p1 + x2p2)(y1q1 + y2q2 + y3q3)

= E(X)E(Y)

補⃝ X，Yの取り得る値がいくつになっても同じ計算で成り立つ．
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3個の独立な確率変数の積の期待値 (平均)

確率変数X，Y，Zの期待値をそれぞれE(X)，E(Y)，E(Z)とする．

確率変数X，Y，Zが独立 であるとき確率変数の積XYZの期待値は

E(XYZ) = E(X)E(Y)E(Z)

考⃝ E(XYZ) = E(XY ¢Z) = E(XY)E(Z) = E(X)E(Y)E(Z)

n個の独立な確率変数の積の期待値 (平均)

確率変数Xk の期待値をE(Xk)とする．

n個の確率変数X1，X2，Ý，Xn が独立 であるとき

n個の確率変数の積X1X2ÝXn の期待値は

E(X1X2ÝXn) = E(X1) ¢E(X2) ¢ Ý ¢E(Xn)
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2個の独立な確率変数の積の分散と標準偏差

確率変数X，Yの分散をそれぞれV(X)，V(Y)とする．

確率変数X，Yが独立 であるとき

1 確率変数の和X+Yの分散は V(X+Y) = V(X) +V(Y)

2 確率変数の和X+Yの標準偏差は ¾(X+Y) =
C

V(X) +V(Y)

例⃝ 確率変数X，Yは独立であることから

! V(X+Y) = E!(X+Y)29¡ QE(X+Y)i2
= E(X2 + 2XY+Y2)¡ QE(X) +E(Y)i2
= E(X2) + 2E(XY) +E(Y2)¡ QE(X)i2 ¡ 2E(X)E(Y)¡ QE(Y)i2
= E(X2)¡QE(X)i2+E(Y2)¡QE(Y)i2 " Û E(XY) = E(X)E(Y):
= V(X) +V(Y)

" ¾(X+Y) =
C

V(X+Y) =
C

V(X) +V(Y)

3個の独立な確率変数の積の分散と標準偏差

確率変数X，Y，Zの分散をそれぞれV(X)，V(Y)，V(Z)とする．

確率変数X，Y，Zが独立 であるとき

1 確率変数の和X+Y+Zの分散は

V(X+Y+Z) = V(X) +V(Y) +V(Z)

2 確率変数の和X+Y+Zの標準偏差は

¾(X+Y) =
C

V(X) +V(Y) +V(Z)

n個の独立な確率変数の和の分散と標準偏差

確率変数Xk の分散をV(Xk)とする．

n個の確率変数X1，X2，Ý，Xn が独立 であるとき

1 n個の確率変数の和X1 +X2 +Ý+Xn の分散は

V(X1 +X2 +Ý+Xn) = V(X1) +V(X2) +Ý+V(Xn)

2 n個の確率変数の和X1 +X2 +Ý+Xn の標準偏差は

¾(X1 +X2 +Ý+Xn) =
C

V(X1) +V(X2) +Ý+V(Xn)
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1次式の確率変数の和の分散

確率変数X，Yの分散をそれぞれV(X)，V(Y)とする．

確率変数X，Yが独立 であるとき

a; bをともに 0以外の定数 として，確率変数の実数倍の和 aX+ bYの分散は

V(aX+ bY) = a2V(X) + b2V(Y)

考⃝ 確率変数X，Yが独立であるとき，aX，bYも独立なので

V(aX+ bY) = V(aX) +V(bY) = a2V(X) + b2V(Y)
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二項分布

ある試行で事象Aが起こる確率を p，起こらない確率を q(= 1¡ p)とおく．

この試行を n回繰り返す反復試行において，事象Aが起こる回数をXとすると

Xは確率変数でありX = 0; 1; 2;Ý，n の値をとる．

X = k となる確率は P(X= k) = nCkpkqn¡k

つまり 確率変数Xの確率分布は次である．

X 0 1 Ý k Ý n 計

P nC0qn nC1pqn¡1 　Ý　 nCkpkqn¡k 　Ý　 nCnpn 1

この分布を確率 pに対する次数 n の
に こ う

二項
ぶ ん ぷ

分布 といい B(n;p) で表す．

補⃝ 二項分布を意味する英語は Binomial distribution
例⃝ 1つのさいころを振ることを 180回繰り返すとき，1の目が出る回数をXとすると

X= 0; 1; 2;Ý; 180 の値をとる．

X= kとなる確率は P(X = k) = 180Ck# 16 ;k#1¡ 1
6
;180¡k (k = 0; 1; 2;Ý; 180)

Xは二項分布に従い，B#180; 1
6
;で表す．
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二項分布の平均と分散

確率変数Xが二項分布B(n;p) に従うとき

1 Xの期待値は E(X) = np

2 Xの分散は V(X) = np(1¡ p)

考⃝ 確率変数Xが B(n;p)に従うとすると，q = 1¡ pとして次になる．

X 0 1 Ý k Ý n 計

P nC0qn nC1pqn¡1 　Ý　 nCkpkqn¡k 　Ý　 nCnpn 1

! E(X) =
n
P

k=0
kP(X= k)

=
n
P

k=0
knCkpkqn¡k

=
n
P

k=0
nn¡1Ck¡1pkqn¡k (Û knCk = nn¡1Ck¡1)

= np
n
P

k=0
n¡1Ck¡1pk¡1qn¡k

= np(p+ q)n¡1 (Û二項定理)

= np (Û p+ q = 1)

" E(X2) =
n
P

k=1
k2P(X= k)

=
n
P

k=0
Qk(k¡ 1) + kinCkpkqn¡k

=
n
P

k=0
k(k¡ 1)nCkpkqn¡k +

n
P

k=0
knCkpkqn¡k

=
n
P

k=2
n(n¡1)n¡2Ck¡2pkqn¡k+E(X) ! Û k(k¡1)nCk = n(n¡1)n¡2Ck¡29

= n(n ¡ 1)p2
n
P

k=2
n¡2Ck¡2pk¡2qn¡k + np

= n(n ¡ 1)p2
n¡2
P

k=0
n¡2Ckpkqn¡k + np

= n(n ¡ 1)p2(p+ q)n¡2 + np (Û二項定理)

= n(n ¡ 1)p2 + np (Û p+ q= 1)

= n2p2 + np(1¡ p)

よって V(X) = E(X2)¡ QE(X)i2 = n2p2 + np(1¡ p)¡ n2p2 = np(1¡ p)
例⃝ 1つのさいころを振ることを 180回繰り返すとき，1の目が出る回数Xについて，

Xは二項分布 B#180; 1
6
;に従い

平均は E(X) = 180 ¢ 1
6
= 30

分散は V(X) = 180 ¢ 1
6
#1¡ 1

6
; = 25
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別⃝ 二項分布の平均と分散 はカウンターが有効である．

Xk 1 0 計

確率 p 1¡ p 1

Xk
2 1 0 計

確率 p 1¡ p 1

確率変数Xk (k= 1; 2;Ý; n)の分布を

Xk = U 1 (確率 p)
0 (確率 1¡ p)

として，期待値と分散は

E(Xk) = 1 ¢ p+ 0 ¢ (1¡ p) = p

V(Xk) = E(Xk
2)¡ QE(X)i2 = p¡ p2 = p(1¡ p)

ここで

X =X1 +X2 +Ý+Xn

として，X= k となる確率は nCkpk(1¡ p)n¡k (k = 0; 1; 2;Ý; n)

これより，確率変数Xは二項分布 B(n;p)に従う．

よって，二項分布の平均と分散は

E(X) = E(X1 +X2 +Ý+Xn) = E(X1) +E(X2) +Ý+E(Xn)

= p+ p+Ý+ p
| {z }

n 個

= np

V(X) = V(X1 +X2 +Ý+Xn) = V(X1) +V(X2) +Ý+V(Xn)

= p(1¡ p) + p(1¡ p) +Ý+ p(1¡ p)
| {z }

n 個

= np(1¡ p)


