
次の問いに答えよ．

(1) 　実数の定数 pに対して，3次方程式 x3 + x¡ p = 0の実数解の個数は 1個である

ことを示せ．

(2) 　 p, qは定数で p ¸ 2, q ¸ 2とする。2つの 3次方程式

x3 + x¡ p= 0; x3 + x¡ q= 0

の実数解をそれぞれ ®, ¯とするとき，

®¡ ¯ · 1
4
p¡ q

が成立することを示せ．
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(1) 　 x3 + x¡ p= 0 すなわち x3 + x= p ÝÝ＊⃝
f(x) = x3 + xとおくと f0(x) = 3x2 + 1 ¸ 1 > 0

f(x)は単調増加であるからグラフよりUy= f(x)
y= p

はただ一つの共有点をもつ．

よって，＊⃝の実数解の個数は 1個である．

(2) 　 f(x) = 2とすると

x3 + x= 2 すなわち (x¡ 1)(x2 + x+ 2) = 0

これを満たす実数は x = 1である．

条件から f(®) = p，f(¯) = q であるから (1)より

®3 + ®= p ÝÝ1

¯3 + ¯= q ÝÝ2

これをみたし p ¸ 2，q ¸ 2 であるから

® ¸ 1，¯ ¸ 1 ÝÝ3

である．

(右辺)¡ (左辺) = 1
4
p¡ q ¡ ®¡ ¯

=
1
4
®3 ¡ ¯3 + ®¡ ¯ ¡ ®¡ ¯ 　 (Û1，2)

=
1
4
(®¡ ¯)(®2 + ®¯+ ¯2) + ®¡ ¯ ¡ ®¡ ¯

=
1
4
®¡ ¯ ®2 + ®¯+ ¯2 + 1 ¡ ®¡ ¯

=
1
4
®¡ ¯ (®2 + ®¯+ ¯2 + 1)¡ ®¡ ¯ 　 (Û3)

=
1
4
®¡ ¯ (®2 + ®¯+ ¯2 ¡ 3)

ここで ®¡ ¯ ¸ 0，3から ®2 + ®¯+ ¯2 ¡ 3 ¸ 12 + 1 ¢ 1 + 12 ¡ 3 = 0

よって (右辺)¡ (左辺) ¸ 0 であるから示された．等号成立は「®¡ ¯ = 0」 または

「®= 1 かつ ¯= 1」なので ® = ¯
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(2) あ⃝ ® = ¯ のとき p= q であるから

(左辺) = ®¡ ¯ = 0

(右辺) = 1
4
p¡ q = 0

すなわち (左辺) = (右辺)
い⃝ ®Ë ¯ のとき

p¡ q

®¡ ¯
=

®3 ¡ ¯3 + ®¡ ¯

®¡ ¯

=
®¡ ¯ ®2 + ®¯+ ¯2 + 1

®¡ ¯

= ®2 + ®¯+ ¯2 + 1

¸ 1 + 1 + 1+ 1 (Û ® ¸ 1，̄ ¸ 1)

= 4

これより
p¡ q

®¡ ¯
¸ 4

すなわち 1
4
p¡ q ¸ ®¡ ¯ が成り立つ．

よって あ⃝，い⃝より示された．














