
Ux = sin t
y = sin 2t

#0 · t · ¼
2

;
で表される曲線を Cとおく．このとき，次の問に答えよ．

(1) 　 yを xの式で表せ．

(2) 　 x軸と Cで囲まれる図形Dの面積を求めよ．

(3) 　Dを y軸のまわりに 1回転させてできる回転体の体積を求めよ．
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(1) 　 0 · t · ¼
2
において，0 · sin t · 1 であるから 0 · x · 1

cos t ¸ 0 であるから cos t =
C

1¡ sin2 t

y = sin 2t= 2sin t cos t = 2sin t
C

1¡ sin2 t

よって y = 2x
C

1¡ x2 (0 · x · 1)

補⃝ Cのグラフの概形は

y = 2
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x2(1¡ x2) = 2
C

¡ x4 + x2

= 2
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;2 + 1
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よりわかる．念のため．媒介変数 tについての増減を調べると

0 < t < ¼
2
において

dx
dt = cos t > 0

dy
dt = 2cos 2t

dy
dt = 0 とすると 2t= ¼

2
つまり t = ¼
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y 0 " 1 # 0

(x;y) (0; 0) % $ 1B
2
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(2) 　図形Dの面積を Sとすると

S =
Z 1

0
2x
C

1¡ x2 dx = �¡ 2
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(1¡ x2)
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(3) 　 (1)より y2 = 4x2(1¡ x2) すなわち 4x4 ¡ 4x2 + y2 = 0 となるので

x2 =
2§
C

4(1¡ y2)
4

=
1§
C

1¡ y2

2

0 · x · 1
B

2
となる xを x1 とすると x12 =

1¡
C

1¡ y2

2

1
B

2
· x · 1となる xを x2 とすると x22 =

1+
C

1¡ y2

2

とし，求める体積を Vとすると

V =
Z 1

0
!¼x22 ¡ ¼x129dy = ¼Z 1

0
$ 1 +C1¡ y2

2
¡
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1¡ y2

2
<dy

= ¼
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0

C

1¡ y2 dy = ¼ ¢ ¼
4

=
¼2
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É別解例 Ê (置換積分を用いて，媒介変数 tで積分する)

(2) 　求める面積を Sとすると

S =
Z 1

0
ydx =

Z

¼
2

0
y
dy
dt dt =

Z

¼
2

0
sin 2t cos t dt =

Z

¼
2

0
2 sin t cos2 t dt

= �¡ 2
3
cos3 t„ ¼2

0
=
2
3

(3) 　求める体積を Vとすると　

V = ¼#Z 1

0
x22dy¡

Z 1

0
x12 dy;

= ¼#Z ¼
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¼
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¼
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¼
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sin2 t ¢ 2 cos 2t dt = ¡¼
Z

¼
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1¡ cos 2t
2

¢ 2 cos 2t dt

= ¡¼
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¼
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(cos 2t¡ cos2 2t)dt = ¡¼
Z

¼
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# cos 2t¡ 1 + cos 4t

2
;dt

= ¡¼� sin 2t
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¡
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別⃝ (バームクーヘン積分)

V =
Z 1

0
2¼xydx =

Z

¼
2

0
2¼xy dxdt dt = ¼

Z

¼
2

0
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