
媒介変数表示

x = sin t，y= (1 + cos t) sin t (0 · t · ¼)

で表される曲線を Cとする．以下の問に答えよ．

(1) 　
dy
dx および

d2y
dx2

を tの関数として表せ．

(2) 　 Cの凹凸を調べ，Cの概形を描け．

(3) 　 Cで囲まれる領域の面積 Sを求めよ．
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É解答例 Ê

C : Ux= sin t
y= (1 + cos t) sin t

(0 · t · ¼)

(1) 　 dx
dt = cos t

dy
dt = ¡ sin

2 t+ (1 + cos t) cos t= ¡(1¡ cos2 t) + cos t+ cos2 t

= 2cos2 t+ cos t¡ 1 = (cos t+ 1)(2 cos t¡ 1)

= 2(cos t+ 1)# cos t¡ 1
2
;

tË ¼
2
のもとで

dy
dx =

dy
dt
dx
dt

=
2cos2 t+ cos t¡ 1

cos t

= 2 cos t+ 1¡
1
cos t

d
dt # dydx ; = ¡2 sin t+ ¡ sin t

cos2 t
=
¡ sin t(2 cos2 t+ 1)

cos2 t

d2y
dx2

=
d
dx # dydx ; = d

dt # dydx ;
dx
dt

=
¡ sin t(2 cos2 t+ 1)
cos t ¢ cos2 t

= ¡ tan t(tan2 t+ 3)

(2) 　 0 < t < ¼
2
，¼
2
< t < ¼ において

d2y
dx2

> 0 とすると tan t < 0 であるから　 ¼
2
< t < ¼

d2y
dx2

< 0 とすると tan t > 0 であるから　 0 < t < ¼
2

よって，Cの凹凸は 0 < t <
¼
2
のとき上に凸，¼

2
< t < ¼ のとき下に凸

0 < t < ¼ において
dx
dt = 0 とすると cos t= 0 より t= ¼

2
dy
dt = 0 とすると cos t+ 1 > 0 なので cos t= 1

2
より t = ¼

3





















































































Cについての増減は次のような表になる．

t 0 Ý
¼
3

Ý
¼
2

Ý ¼

dx
dt + + 0 ¡

x 0 !

B

3
2

! 1 Ã 0

dy
dt + 0 ¡ ¡

y 0 "
3
B

3
4

# 1 # 0

(x;y) (0; 0) % $ B3
2
，
3
B

3
4

< & (1; 1) . (0; 0)

lim
t!+0

dy
dx = 2

lim
t! ¼
2
¡0

dy
dx = ¡1

lim
t! ¼
2
+0

dy
dx = 1

lim
t!¼¡0

dy
dx = 0

以上より Cの概形は右図．
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t = ¼
3

t= ¼
2

t = 0

t = ¼

(3) 　 Cについて

0 · t · ¼
2
における yを y1 = f1(x)

¼
2
· t · ¼ における yを y2 = f2(x)

とすると

S =
Z 1

0
y1 dx¡

Z 1

0
y2 dx

=

Z

¼
2

0
y dxdt dt¡

Z

¼
2

¼
y dxdt dt

=

Z

¼
2

0
y dxdt dt+

Z ¼

¼
2

y dxdt dt

=

Z ¼

0
y dxdt dt

=

Z ¼

0
(1 + cos t) sin t cos t dt

=

Z ¼

0
(cos t sin t+ sin t cos2 t)dt

= � sin2 t
2

¡
cos3 t
3

„¼
0

=
2
3




























































