
座標平面上の楕円 x2

4
+ y2 = 1 を C とする．a > 2，0 < µ < ¼ とし，x 軸上の点

A(a; 0)と楕円 C上の点 P(2 cosµ，sinµ)をとる．原点 Oとし，直線 APと y軸との交

点を Qとする．点 Qを通り x軸に平行な直線と，直線 OPとの交点を Rとする．以下の

問に答えよ．

(1) 　点 Rの座標を求めよ．

(2) 　 (1)で求めた点 Rの y座標を f(µ)とする．このとき，0 < µ < ¼における f(µ)

の最大値を求めよ．

(3) 　原点 Oと点 Rの距離の 2乗を g(µ)とする．このとき，0 < µ < ¼における g(µ)

の最小値を求めよ．
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(1) 　¡2 < 2 cosµ < 2，a > 2 より 2 cosµ Ë a

AP : y = ¡ sinµ
a¡ 2 cosµ (x¡ a)

点 Q#0， a sinµ
a¡ 2 cosµ ; である．

点 Qを通り x軸に平行な直線の方程式は

y = a sinµ
a¡ 2 cosµ ÝÝ1

直線 OPの方程式はWµ= ¼
2
のとき x = 0

µË ¼
2
のとき y = sinµ

2 cosµ x

すなわち (sinµ)x¡ (2 cosµ)y = 0 ÝÝ2

1と2を連立して R# 2a cosµ
a¡ 2 cosµ

， a sinµ
a¡ 2 cosµ

;
(2) 　 f(µ) = a ¢ sinµ

a¡ 2 cosµ (0 < µ < ¼)

f0(µ) = a ¢
cosµ(a¡ 2 cosµ)¡ sinµ ¢ 2 sinµ

(a¡ 2 cosµ)2
= a ¢ a cosµ¡ 2

(a¡ 2 cosµ)2

= a ¢
a# cosµ¡ 2

a ;
(a¡ 2 cosµ)2

0 < 2
a < 1 より f

0(µ) = 0 となる µがただ 1つ存在し，それを ®とすると

cos® = 2
a ，sin®=

C

a2 ¡ 4
a

µ (0) Ý ® Ý (¼)

f0(µ) + 0 ¡

f(µ) % 最大 &
よって，右の増減表より f(µ)の最大値は

f(®) = a ¢ sin®
a¡ 2 cos® = a ¢

C

a2 ¡ 4
a

a¡ 2 ¢ 2a

=
a

C

a2 ¡ 4

(3) 　 g(µ) = OR2 = # 2a cosµ
a¡ 2 cosµ ;2 + # a sinµ

a¡ 2 cosµ ;2 = a2 ¢ 4 cos2 µ+ sin2 µ(a¡ 2 cosµ)2

= a2 ¢ 3 cos
2 µ¡ 1

(a¡ 2 cosµ)2
(Û sin2 µ = 1¡ cos2 µ)

















































cosµ= t とおくと 0 < µ < ¼ より ¡1 < t < 1

g(µ) = h(t) = a2 ¢ 3t
2 + 1

(a¡ 2t)2

とおくと

h0(t) = a2 ¢
6t(a¡ 2t)2 ¡ (3t2 + 1) ¢ 2(a¡ 2t) ¢ (¡2)

(a¡ 2t)4

= a2 ¢
6t(a¡ 2t) + 4(3t2 + 1)

(a¡ 2t)3

= a2 ¢ 6at+ 4
(a¡ 2t)3

h0(t) = 0 とすると t= ¡ 2
3a

a > 2 より ¡1 < ¡ 2
3a < 0

t (¡1) Ý ¡
2
3a Ý (1)

h0(t) ¡ 0 +

h(t) & 最小 %よって，右の増減表より g(µ)の最小値は

h#¡ 2
3a ; = a2 ¢ 4

3a2
+ 1#a+ 4
3a ;2 = 4+ 3a2

3

(3a2 + 4)2

9a2

=
3a2

3a2 + 4












