
xyz空間に 3点 O(0; 0; 0)，A(1; 0; 1)，B(0;
B

3 ; 1)がある．平面 z = 0に含まれ，中

心が O，半径が 1の円をWとする．点 Pが線分 OA上を，点 Qが円Wの周および内部

を動くとき，
¡!
OR =

¡!
OP+

¡!
OQをみたす点 R全体が作る立体を VA とおく．同様に点 Pが

線分 OB上を，点 Qが円Wの周および内部を動くとき，
¡!
OR =

¡!
OP+

¡!
OQをみたす点 R

全体が作る立体を VB とおく．さらに VA と VB の重なり合う部分を Vとする．このと

き，以下の問いに答えよ．

(1) 　平面 z = cosµ $0 · µ · ¼
2

<による立体 Vの切り口の面積を µを用いて表せ．
(2) 　立体 Vの体積を求めよ．

É2012　阪大 理系 前期 Ê

É解答例 Ê

O
x

y

z
B

A

t

1

1

P1

P2

W

O

y

x
P1

P2

C

D

E

1

cosµ
sinµ

µ
cosµ

B

3 cosµ

(1) 　平面 z = t (0 · t · 1)における Vの切り口の面積を S(t)とする．

VA の切り口は
¡¡!
OP1 = t

¡!
OA = (t; 0; t)が中心，半径 1の円

VB の切り口は
¡¡!
OP2 = t

¡!
OB = (0;

B

3 ; t)が中心，半径 1の円

この 2円の共有点を C，Dとすると t= cosµ として

P1C = P1D = P2C = P2D = 1，

P1P2 = 2cosµ

P1P2?CDであり，2線分 P1P2，CDの交点を Eとすると

ÎCP1E = ÎDP1E = µ

CE = DE = sinµ

このことから

S(t) = 2£ Q(扇形 CP1Dの面積)¡ (三角形 CP1Dの面積)i
= 2# 1

2
¢ 12 ¢ 2µ¡ 1

2
¢ 2 sinµ cosµ;

= 2µ¡ 2 sinµ cosµ

(2) 　 Vの体積は
Z 1

0
S(t)dt =

Z 0

¼
2

(2µ¡ 2 sinµ cosµ) dtdµ dµ

=

Z 0

¼
2

(2µ¡ 2 sinµ cosµ) (¡ sinµ)dµ

=

Z

¼
2

0
(2µ sinµ¡ 2 cosµ sin2 µ)dµ

= � 2µ(¡ cosµ) + 2 sinµ¡ 2
3
sin3 µ„ ¼2

0
= 2¡

2
3

=
4
3


































































































