
次の問いに答えよ．

(1) 　 0以上の整数 n に対し，Cn =
Z

¼
2

0
cosn xdxとおくとき，

Cn+2 =
n + 1
n + 2 Cn を示せ．ただし，cos

0 x= 1と定める．

(2) 　座標空間内で，連立不等式

x2 + y2 · 1，z+ 2x2 ¡ x4 · 1，x ¸ 0，y ¸ 0，z ¸ 0

の表す領域の体積を求めよ．
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(1) 　 n ¸ 0 に対し，部分積分法より

Cn+2 =
Z

¼
2

0
cosn+2 xdx =

Z

¼
2

0
cosx ¢ cosn+1 xdx

= � sinx ¢ cosn+1 x„ ¼2
0
¡

Z

¼
2

0
sinx ¢ (n + 1) cosn x(¡ sinx)dx

= (n + 1)
Z

¼
2

0
sin2 x ¢ cosn xdx = (n + 1)

Z

¼
2

0
(1¡ cos2 x) cosn xdx

= (n + 1)$Z ¼
2

0
cosn xdx¡

Z

¼
2

0
cosn+2 xdx<

= (n + 1)"Cn ¡ Cn+2:
よって Cn+2 =

n + 1
n + 2 Cn ÝÝ

A⃝
(2) 　平面 x = t における断面積を S(t)とする．

断面を yz平面に正射影すると

t2 + y2 · 1，z+ 2t2 ¡ t4 · 1，t ¸ 0，y ¸ 0，z ¸ 0

すなわち y2 · 1¡ t2，z · (1¡ t2)2，t ¸ 0，y ¸ 0，z ¸ 0

断面が存在するのは t ¸ 0 かつ 1¡ t2 ¸ 0 であるから 0 · t · 1

このもとで 0 · y ·
C

1¡ t2 かつ 0 · z · (1¡ t2)2

これより

S(t) =
C

1¡ t2 ¢ (1¡ t2)2 = (1¡ t2)
5
2

求める体積を Vとすると

V =
Z 1

0
S(t)dt =

Z 1

0
(1¡ t2)

5
2 dt

t= sinµ と置換すると
t 0 ! 1

µ 0 !
¼
2

　 dt
dµ = cosµ

V =
Z

¼
2

0
(1¡ sin2 µ)

5
2
dt
dµ dµ

=

Z

¼
2

0
(cos2 µ)

5
2 cosµdµ =

Z

¼
2

0
cos6 µdµ

= C6 =
5
6
C4 =

5
6
¢
3
4
C2 =

5
6
¢
3
4
¢
1
2
C0 =

5
6
¢
3
4
¢
1
2

Z

¼
2

0
dµ " Û A⃝:

=
5
6
¢
3
4
¢
1
2
¢
¼
2
=
5
32
¼












































