
球面 x2 + y2 + z2 = 4を Sとし，平面 z= 0上の円 (x¡ 1)2 + y2 = 1を Cとする．点

Pが C上にあるとき x軸に関して Pと対称な点を Qとする．さらに，Pを通り z軸に平

行な直線，および Qを通り z軸に平行な直線が z ¸ 0の部分で Sと交わる点をそれぞれ

P
0，Q0 とする．点 Pが原点 (0; 0; 0)から点 (2; 0; 0)まで C上を半周するとき，長方形

PQQ
0
P
0 が通過する部分の体積を求めよ．
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S : x2 + y2 + z2 = 4 ÝÝ1

C : (x¡ 1)2 + y2 = 1，z= 0 ÝÝ2

点 Pが Cの y ¸ 0 にあるとしても一般性は保たれる．

平面 x= t (0 · t · 2)における長方形 PQQ0P0 が通過

してできる立体の断面積を S(t)とする．

断面は

t= 0 のとき，原点 (0; 0)

t= 2 のとき，1点 (2; 0)

0 < t < 2 のとき，x座標が tの長方形 PQQ0P0

である．

0 < t < 2 のとき

2で x= t として (t¡ 1)2 + y2 = 1

y2 = 2t¡ t2 であるから y= §
C

2t¡ t2

これより P"t;C2t¡ t2，0:，Q"t;¡C2t¡ t2，0:
1で x = t，y =

C

2t¡ t2 として

t2 + "C2t¡ t2 :2 + z2 = 4
z2 = 4¡ 2t であり z ¸ 0 なので z =

B

4¡ 2t

このことから P
0"t;C2t¡ t2，B4¡ 2t :，Q0"t;¡C2t¡ t2，B4¡ 2t :

S(t) = PQ ¢ PP0

= 2
C

2t¡ t2 ¢
B

4¡ 2t

= 2
C

t(2¡ t) ¢
C

2(2¡ t)

= 2
B

2 (2¡ t)
B

t = 2
B

2 "2t 12 ¡ t 32 :
求める体積を Vとすると

V =
Z 2

0
S(t)dt = 2
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