
実数 x，y，zが

x+ y+ z= 1，x+ 2y+ 3z = 5

を満たすとする．

(1) 　 x3 + y3 + z3 ¡ 3xyzの最小値を求めよ．

(2) 　 z ¸ 0のとき，xyzが最大となる zの値を求めよ．
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É解答例 Ê

(1) 　 Ux+ y+ z = 1 ÝÝ1

x+ 2y+ 3z= 5 ÝÝ2

を満たすことから

2¡1 として y+ 2z = 4　 Ú y= ¡2z+ 4 ÝÝ3

3を1へ代入して x¡ 2z+ 4+ z = 1　 Ú x = z¡ 3 ÝÝ4

3，4より
x3 + y3 + z3 ¡ 3xyz = (z¡ 3)3 + (¡2z+ 4)3 + z3 ¡ 3(z¡ 3)(¡2z+ 4)z

= z3 ¡ 9z2 + 27z¡ 27¡ 8z3 + 48z2 ¡ 96z+ 64

+z3 + 6z3 ¡ 30z2 + 36z

= 9z2 ¡ 33z+ 37

= 9#z¡ 11
6

;2 + 27
4

よって zは実数であるから z= 11
6
のとき最小値 27

4

(2) 　 z ¸ 0 のとき 3，4より
xyz = (z¡ 3)(¡2z+ 4)z

= ¡2z3 + 10z2 ¡ 12z

ここで f(z) = ¡2z3 + 10z2 ¡ 12z (z ¸ 0)

とおくと

f0(z) = ¡6z2 + 20z¡ 12 = ¡2(3z2 ¡ 10z+ 6)

f0(z) = 0 とすると z =
5§
B

7
3

ここで f(0) = f(2) = 0 であることと
5¡
B

7
3

< 2 <
5 +
B

7
3

より

増減表は下のようになる．

z 0 Ý
5¡
B

7
3

Ý 2 Ý
5 +
B

7
3

Ý

f0(z) ¡ 0 + + 0 ¡

f(z) 0 & % 0 % 最大 &

よって，最大となる zは
5 +
B

7
3





















































































































É別解例 Ê

(1) 　 (3，4を立式してから)

x3 + y3 + z3 ¡ 3xyz = (x+ y+ z)(x2 + y2 + z2 ¡ xy¡ yz¡ zx)

= x2 + y2 + z2 ¡ xy¡ yz¡ zx (Û1)

= x2 + y2 + z2 ¡ xy¡ (x+ y)z

= (z¡ 3)2 + (¡2z+ 4)2 + z2 ¡ (z¡ 3)(¡2z+ 4)¡ (1¡ z)z

(Û3，4)

= z2 ¡ 6z+ 9+ 4z2 ¡ 16z+ 16 + z2 + 2z2 ¡ 10z+ 12¡ z+ z2

= 9z2 ¡ 33z+ 37




