
n を 2以上の自然数として，

Sn =
n3¡1
P

k=n

1
k log k

とおく．以下の問に答えよ．

(1) 　
Z n3

n

dx
x log x を求めよ．

(2) 　 kを 2以上の自然数とするとき，

1
(k+ 1) log (k+ 1)

<
Z k+1

k

dx
x log x <

1
k log k

を示せ．

(3) 　 lim
n!1
Sn の値を求めよ．

É解答例 Ê

O

y

x

f(k)

f(k+ 1)

k k+ 12

y= f(x)

(1) 　
Z n3

n

dx
x log x =

Z n3

n

1
x
log x dx= � log log x „n3

n
= log log n3 ¡ log log n

= log
log n3

log n = log
3 log n
log n

= log 3

(2) 　 f(x) = 1
x log x (x ¸ 2)

とおくと，x log xは単調増加なので f(x) は単調減少である．

このことから k · x · k+ 1 において

f(k+ 1) · f(x) · f(k)

が成り立ち，等号は恒等的に成り立たないので
Z k+1

k
f(k+ 1)dx <

Z k+1

k
f(x)dx <

Z k+1

k
f(k)dx

が成り立つ．すなわち

f(k+ 1) <
Z k+1

k
f(x)dx < f(k) ÝÝ1

が成り立つ．

よって 1
(k+ 1) log (k+ 1)

<
Z k+1

k

dx
x log x <

1
k log k は示された．

(3) 　 Sn =
n3¡1
P

k=n
f(k) = f(n) + f(n + 1) +Ý+ f(n3 ¡ 1)

1で k= n，n + 1，n + 2，Ý，n3 ¡ 1 として和をとると
n3¡1
P

k=n
f(k+ 1) <

n3¡1
P

k=n

Z k+1

k
f(x)dx <

n3¡1
P

k=n
f(k) ÝÝ2

ここで
n3¡1
P

k=n
f(k+ 1) = f(n + 1) + f(n + 2) +Ý+ f(n3 ¡ 1) + f(n3)

=
n3¡1
P

k=n
f(k) + f(n3)¡ f(n)

n3¡1
P

k=n

Z k+1

k
f(x)dx =

Z n+1

n
f(x)dx+

Z n+2

n+1
f(x)dx+Ý+

Z n3

n3¡1
f(x)dx

=

Z n3

n

dx
x log x = log 3 ! Û (1)9









































































2は Sn + f(n3)¡ f(n) < log 3 < Sn

すなわち log 3 < Sn < log 3¡ f(n3) + f(n) ÝÝ3

ここで

lim
n!1

Q log 3¡ f(n3) + f(n)i= lim
n!1

$ log 3¡ 1
n3 log n3

+
1

n log n <
= log 3

よって，3で「はさみうちの原理」を用いて

lim
n!1
Sn = log 3


