
pを 2以上の自然数とし，数列 fxngは

x1 =
1

2p + 1
，xn+1 = 2xn ¡ 1 (n = 1; 2; 3;Ý)

をみたすとする．以下の問に答えよ．

(1) 　 p= 3のとき，xn を求めよ．

(2) 　 xp+1 = x1 であることを示せ．
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(1) 　 p = 3のとき

x1 =
1

23 + 1
=
1
9

x2 = 2x1 ¡ 1 = 2 ¢
1
9
¡ 1 =

7
9

x3 = 2x2 ¡ 1 = 2 ¢
7
9
¡ 1 =

5
9

x4 = 2x3 ¡ 1 = 2 ¢
5
9
¡ 1 =

1
9

x4 = x1 より xn+3 = xn (n = 1; 2; 3;Ý)が成り立つ．

よって xn =[ 1
9
(n = 3k¡ 2)

7
9
(n = 3k¡ 1)

5
9
(n = 3k)

(k = 1; 2; 3;Ý)

(2) 　 2 · n · p+ 1の n に対して

xn =
2p + 1¡ 2n¡1

2p + 1
ÝÝ A⃝

が成り立つを数学的帰納法で示す．

(a) pは自然数なので 2p ¡ 1 > 0

x2 = 2x1 ¡ 1 = 2 ¢
1

2p + 1
¡ 1 =

1¡ 2p

2p + 1
=
2p ¡ 1
2p + 1

n = 2のとき A⃝は成り立つ．

(b) n = k (2 · k · p) のとき A⃝が成り立つと仮定すると

xk =
2p + 1¡ 2k¡1

2p + 1
が成り立つ．

このとき 2p + 1¡ 2k > 0 であるから

xk+1 = 2xk ¡ 1 = 2 ¢
2p + 1¡ 2k¡1

2p + 1
¡ 1

=
2 ¢ 2p + 2¡ 2k ¡ (2p + 1)

2p + 1
=

2p + 1¡ 2k

2p + 1

=
2p + 1¡ 2k

2p + 1

すなわち n = k+ 1 のときも A⃝は成り立つ．

以上，(a)，(b)より示された．

このことから xp+1 =
2p + 1¡ 2p

2p + 1
=

1
2p + 1

= x1

よって xp+1 = x1 である．




































































































