
i=
B

¡ 1 とする．以下の問に答えよ．

(1) 　実数 ®，¯について，

(cos®+ i sin®)(cos¯+ i sin¯) = cos (®+ ¯) + i sin (®+ ¯)

が成り立つことを示せ．

(2) 　自然数 n に対して，

z =
n
P

k=１
$cos 2¼kn + i sin 2¼kn <

とおくとき，等式

z$cos 2¼n + i sin 2¼n < = z
が成り立つことを示せ．

(3) 　 2以上の自然数 n について，等式
n
P

k=1
cos

2¼k
n =

n
P

k=1
sin

2¼k
n = 0

が成り立つことを示せ．
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(1) 　 (左辺) = (cos®+ i sin®)(cos¯+ i sin¯)

= cos® cos¯+ i cos® sin¯+ i sin® cos¯+ i2 sin® cos¯

= (cos® cos¯¡ sin® sin¯) + i(sin® cos¯+ cos® sin¯)

= cos (®+ ¯) + i sin (®+ ¯) (Û加法定理)

よって，示された．

(2) 　 µ = 2¼
n とすると nµ = 2¼

ak = coskµ+ i sinkµ

とおくと

cos
2¼k
n + i sin 2¼kn = coskµ+ sinkµ= ak

これより z=
n
P

k=1
ak = a1 + a2 +Ý+ an

(左辺) = z$cos 2¼n + i sin 2¼n < = n
P

k=1
(coskµ+ i sinkµ)(cosµ+ i sinµ)

=
n
P

k=1
Q cos (k+ 1)µ+ i sin (k+ 1)µi　" Û (1):

=
n
P

k=1
ak+1

= a2 + a3 +Ý+ an + an+1

ここで an+1 = cos (n + 1)µ+ i sin (n + 1)µ= cos (nµ+ µ) + i sin (nµ+ µ)

= cos (2¼+ µ) + i sin (2¼+ µ) = cosµ+ i sinµ

= a1

よって (左辺) = a1 + a2 +Ý+ an = z であるから示された．



















































(3) 　 (2)より z(cosµ+ i sinµ) = z すなわち z(cosµ+ i sinµ¡ 1) = 0

ここで n ¸ 2より 0 < 2¼
n · ¼

つまり 0 < µ · ¼ であるから cosµ Ë 1

これより cosµ+ i sinµË 1 であるから z= 0

Ú
n
P

k=1
coskµ+ i

n
P

k=1
sinkµ= 0

n
P

k=1
coskµ，

n
P

k=1
sinkµ は実数であるから

n
P

k=1
coskµ= 0 かつ

n
P

k=1
sinkµ= 0

よって，示された．　
































