
対数 log は自然対数とする．正の整数 n と実数 aに対して

Sn(a) =
n
P

k=1

ak

k
とおく．次の問いに答えよ．

(1) 　 a < 1のとき，等式
Z a

0

xn

x¡ 1 dx = Sn(a) + log (1¡ a)

を示せ．

(2) 　 0 < a < 1のとき，不等式

Sn(a)¡ log
1
1¡ a ·

an+1

(n + 1)(1¡ a)
を示せ．

(3) 　 a < 0のとき，不等式

Sn(a)¡ log
1
1¡ a ·

(¡a)n+1

n + 1
を示せ．
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(1) 　 0 < x < a のとき

xn

x¡ 1 =
xn ¡ 1 + 1
x¡ 1 =

(x¡ 1)(xn¡1 +Ý+ x+ 1) + 1
x¡ 1

= (1 + x+Ý+ xn¡1) + 1
x¡ 1

これより
Z a

0

xn

x¡ 1 dx =
Z a

0
S(1 + x+Ý+ xn¡1) + 1

x¡ 1 kdx
= �x+ x2

2
+Ý+

xn
n + log x¡ 1 „a

0

= a+ a2
2
+Ý+

an
n + log a¡ 1

=
n
P

k=1

ak

k + log (1¡ a)

= Sn(a) + log (1¡ a)

よって，示された．

(2) 　 0 < a < 1のとき，不等式

Sn(a)¡ log
1
1¡ a ·

an+1

(n + 1)(1¡ a)
ÝÝ A⃝

を示す．

(1)より

Sn(a)¡ log
1
1¡ a = Sn(a) + log (1¡ a) =

Z a

0

xn

x¡ 1 dx

= ¡

Z a

0

xn

1¡ x dx ÝÝ1

これより Sn(a)¡ log
1
1¡ a = ¡

Z a

0

xn

1¡ x dx =
Z a

0

xn

1¡ x dx

A⃝Ñ

Z a

0

xn

1¡ x dx ·
an+1

(n + 1)(1¡ a)
ÝÝ A⃝0

A⃝0
を示す．















































0 · x · a のとき

0 < 1¡ a · 1¡ x であるから

0 ·
xn

1¡ x ·
xn

1¡ a
が常に成り立つので

Z a

0

xn

1¡ x dx =
Z a

0

xn

1¡ x dx ·
Z a

0

xn

1¡ a dx = � xn+1

(n + 1)(1¡ a)
„a
0

=
an+1

(n + 1)(1¡ a)

よって， A⃝0
が成り立つので A⃝は示された．

(3) 　 a < 0のとき，不等式

Sn(a)¡ log
1
1¡ a ·

(¡a)n+1

n + 1 ÝÝ B⃝
を示す．

1より Sn(a)¡ log
1
1¡ a = ¡

Z a

0

xn

1¡ x dx =
Z 0

a

xn

1¡ x dx

B⃝Ñ

Z 0

a

xn

1¡ x dx ·
(¡a)n+1

n + 1 ÝÝ B⃝0

B⃝0
を示す．

a · x · 0 のとき

1 · 1¡ x であるから 1
1¡ x · 1

両辺 (¡x)n (¸ 0)をかけて

0 ·
(¡x)n

1¡ x · (¡x)n

が常に成り立つので
Z 0

a

(¡x)n

1¡ x dx ·
Z 0

a
(¡x)n dx = �¡ (¡x)n+1n + 1 „0

a
=
(¡a)n+1

n + 1
も成り立つ．

ここで
Z 0

a

(¡x)n

1¡ x dx =
Z 0

a

(¡x)n

1¡ x dx = (¡1)n
Z 0

a

xn

1¡ x dx =
Z 0

a

xn

1¡ x dx

よって， B⃝0
が成り立つので B⃝は示された．































































É別解例 Ê

(1) 　 f(a) =
Z a

0

xn

x¡ 1 dx¡ SSn(a) + log (1¡ a)k
=

Z a

0

xn

x¡ 1 dx¡ S n
P

k=1

ak

k + log (1¡ a)k
とおくと

f0(a) = an
a¡ 1 ¡ # n

P

k=1
ak¡1 + ¡1

1¡ a ;
=
an ¡ 1
a¡ 1 ¡

n
P

k=1
ak¡1

=
an ¡ 1
a¡ 1 ¡

an ¡ 1
a¡ 1

= 0

また f(0) =
Z 0

0

xn

x¡ 1 dx¡ S n
P

k=1

0
k + log (1¡ 0)i = 0

すなわち f0(a) = 0 かつ f(0) = 0 であるから f(a) = 0

よって
Z a

0

xn

x¡ 1 dx = Sn(a) + log (1¡ a)
















